
اول بخش ‐ ͳکوانتوم اطلاعات نظریه

شریف ͳصنعت دانشΎاه ‐ Έفیزی دانش΋ده پور‐ ͳوحیدکریم

١۴٠۴ اردیبهشت ١٠

مقدمه ١

آنتروپی آن به که شانون آنتروپی تعمیم نیز ͳکوانتوم اطلاعات نظریه در دارد، محوری نقش Έکلاسی اطلاعات نظریه در شانون آنتروپی که همانطور

سه از نویمان فون آنتروپی واق΄ در شوند. ͳم تعریف آنتروپی این مبنای بر نظریه این مفاهیم همه و دارد کلیدی نقش ، گوییم ͳم ١ نویمان فون

کند: ͳم ایفا ͳکوانتوم اطلاعات نظریه در کلیدی نقش جهت

کرد، فشرده را ͳکوانتوم اطلاعات توان ͳم که ͳمیزان درتعیین ‐ Έی

،ͳکوانتوم کانال Έی ظرفیت تعیین در دو‐

.ͳکوانتوم های حالت ͳدرهمتنیدگ اندازه تعیین در و ‐ سه

von Neumann Entropy١

١



از که هایزنبرگ قطعیت عدم اصل از بهتری تعریف به است مربوط که گرفت نظر در نویمان فون آنتروپی برای نیز را دیΎری نقش توان ͳم

تعریف را نویمان فون انتروپی نخست ما درس این در کرد. خواهیم ͳمعرف را آن اختصار به تنها نیست مربوط اطلاعات نظریه به مستقیما که آنجا

جالب نکته این نیز ͳتاریخ نظر از شود. ͳم انجام تابع این ͳ΋فیزی مفهوم به توجه بدون فعلا مطالعه این کنیم. ͳم ͳبررس را آن خواص و کرده

کارهای که امری΋ایی الاصل ͳمجارستان فیزی΋دان ͳریاض ٢ نویمان فون جان توسط و شانون آنتروپی از پیش نویمان فون آنتروپی که است توجه

است. شده ͳمعرف ، داده انجام ریاضیات و Έفیزی مختلف های شاخه در را زیادی مهم

(١٩۵١٩٠٣ ‐ ٧) ͳمجارستان ریاضیدان نویمان، فون جان :١ ش΋ل

خواصآن و نویمان فون آنتروپی ٢

صورت به آن نویمان فون آنتروپی باشد، ͳالΎچ ماتریس Έی ρ هرگاه تعریف:  n

S(ρ) := −tr(ρ log2 ρ) (١)

John von Neumann٢

٢



شود، قطری زیر صورت به ρ هرگاه شود. ͳم تعریف

ρ =
∑
i

pi|i⟩⟨i|, (٢)

داشت: خواهیم صورت این در

S(ρ) = −
∑
i

pi log pi. (٣)

است. شده تش΋یل ͳالΎچ ماتریس مقدارهای ویژه از که ͳاحتمال توزیع برای شانون آنتروپی همان با است برابر نویمان فون آنتروپی ترتیب این به

است. بیت Έی ρ = I
2 حالت آنتروپی بنابراین بریم. ͳم کار به را بیت واحد نیز نویمان فون آنتروپی برای

بنابراین، 1±r
2 با است برابر ͳالΎچ ماتریس مقادیر ویژه دانیم ͳم دارد، قرار ρ = 1

2 (I + r · σ) حالتِ در که کیوبیت Έی برای مثال: n

با: است برابر نویمان فون آنتروپی

S(ρ) = −
[
1 + r

2
log2

1 + r

2
+

1− r

2
log2

1− r

2

]
. (۴)

نمادها: باره در توضیح n

ͳبستگ شده تعریف ͳتصادف متغیر این روی که ͳتوزیع تابع به انتروپی این البته دهیم. ͳم نشان H(X) با X ͳتصادف متغیر برای را شانون آنتروپی

ͳم استفاده منظور این برای H(X) خلاصه نماد از ͳول H(Px) بنویسیم که است این دقیق نماد بنابراین .X ͳتصادف متغیر خود به نه و دارد

که داریم یاد به بنابراین کنیم. ͳم استفاده ها نماد این از هرکدام از روابط ͳسادگ و ͳروشن برای و خود نیاز به بسته کنیم.

H(X) = H(Px) (۵)

است A سیستم̮ ͳالΎچ ماتریس تابع آنتروپی که داریم یاد به ͳول دهیم ͳم نشان S(A) با را A سیستم Έی برای نویمان فون آنتروپی آن با متناظر

داریم یاد به بنابراین کنیم. ͳم استفاده ها نماد این از هرکدام از روابط ͳسادگ و ͳروشن برای و خود نیاز به بسته بازهم . S(ρA) بنویسیم باید ͳیعن

که

S(A) = S(ρA). (۶)

.S(ρ) نویسیم ͳم و کنیم ͳم نظر صرف نیز A اندیس نوشتن از زنیم ͳم حرف معین سیستم Έی باره در اگر اوقات اغلب

کنیم. ͳم ثابت را آنها واکثر بیان را نویمان فون آنتروپی خواص حال

٣



شود. ͳم انجام ͳبراحت ρ کردن وباقطری است ساده رابطه این اثبات .S(ρ) = 0 باشد، خالص حالت Έی ρ هرگاه n

.S(ρ′) = S(ρ) آنگاه است ͳان΋ی تبدیل U درآن که ρ′ = UρU† هرگاه n

.S(ρ) ≤ log2 d باشد، بعدی d ،ρ هیلبرت فضای هرگاه n

آوریم ͳم بدست ρ کردن باقطری اثبات: n

S(ρ) = −
∑
i

pi log2 pi = H({pi}). (٧)

.log2 d با برابراست ماکزیمیم واین کند ͳاختیارم pi = 1
d برای را خود مقدارماکزیمم H({pi}) تابع که ایم دیده قبل های درفصل

نسبی آنتروپی ٣

Έکلاسی احتمال توزیع توابع برای قبل درسهای در را کمیت این پردازیم. ͳم ͳالΎچ ماتریس دو بین ٣ نسبی آنتروپی ͳمعرف به بخش این در

اثبات برای که کاربردی نظر از هم و ͳمفهوم نظر از هم کنیم. ͳم تعریف ͳالΎچ های ماتریس برای ترتیب همان به را آن اینک ایم. کرده ͳمعرف

خودش متغیر دو به نسبت نسبی آنتروپی چه اگر است. ͳکوانتوم اطلاعات نظریه در مهم های کمیت از ͳ΋ی نسبی آنتروپی دارد، دیΎر قضایای

نویمان فون آنتروپی دیΎر ازخواص بسیاری دهد. ͳم نشان را ͳالΎچ ماتریس دو بین فاصله نوع Έی نسبی آنتروپی ͳمفهوم نظر از اما نیست متقارن

شود: ͳم تعریف چنین نسبی آنتروپی شوند. ͳم ثابت آن بودن مثبت و نسبی آنتروپی ازتعریف استفاده با

شود: ͳم زیرتوصیف صورت به نسبی آنتروپی صورت دراین باشند. ͳالΎچ ماتریس دو σ و ρ که کنید فرض تعریف: n

S(ρ∥σ) = tr(ρ log2 ρ− ρ log2 σ). (٨)

نیست. متقارن ͳالΎچ دوماتریس تعویض به نسبت نسبی آنتروپی که است ͳبدیه

Relative Entropy٣
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جمله دومین و ρ های حالت ویژه پایه در را جمله اولین که است این کار بهترین σ و ρ حالت دو بین نسبی آنتروپی محاسبه برای مثال: n

باشد،  زیر ترتیب به حالت دو این ͳطیف تجزیه اگر ترتیب این به کنیم. حساب σ های حالت ویژه پایه در را

ρ =
∑
i

pi|i⟩⟨i|, σ =
∑
α

qα|α⟩⟨α|, (٩)

آنگاه

S(ρ||σ) =
∑
i

pi log pi −
∑
i

⟨iρ log σ|i⟩ =
∑
i

pi(log pi − ⟨log σ|i⟩, (١٠)

یا و

S(ρ||σ) =
∑
i

pi(log pi − log qα⟨i|α⟨α|i⟩. (١١)

چرا است، ͳسخت کار طبیعتا این خود آوریم. بدست را نسبی آنتروپی بتوانیم تا کنیم حساب را ⟨i|α⟩ های درایه همه است ͳکاف بنابراین

است. ماتریس دو هر کردن قطری نیازمند که

ͳکمیت همواره باشند، داشته ای رابطه چه هم به نسبت ͳالΎچ ماتریس دو اینکه از نظر صرف که است این دارد نسبی آنتروپی که ͳخاصیت ترین مهم

Έی برای نویمان فون آنتروپی برای را متعددی های ͳویژگ بتوانیم مناسب ͳالΎچ های ماتریس انتخاب با که شود ͳم باعث ͳویژگ این است. مثبت

بپردازیم. نسبی آنتروپی بودن مثبت اثبات به نخست اما بست. خواهیم کار به بارها درس این ادامه در را شΎرد این آوریم. بدست ͳالΎچ ماتریس

ͳیعن است، صفر با مساوی یا بزرگتر همواره نسبی آنتروپی ۴( نامساویکلاین ) قضیه: n

S(ρ∥σ) ≥ 0 ∀ ρ, σ. (١٢)

آنجا: واز ρ =
∑

pi
|i⟩⟨i| داریم دهیم. ͳم نشان {|i⟩} با را است قطری درآن ρ ͳالΎچ ماتریس که ای پایه اثبات:

S(ρ∥σ) = tr(ρ log ρ− ρ log σ) =
∑
i

(pi log pi − ⟨i|ρ log σ|i⟩)

=
∑
i

pi (log pi − ⟨i| log σ|i⟩) (١٣)

Klein Inequality۴
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آید: ͳم در زیر ش΋ل به بالا رابطه درنتیجه .σ =
∑

α qα|α⟩⟨α| دهیم. ͳم نشان {|α⟩} با را است قطری آن در σ که ای پایه حال

S(ρ∥σ) =
∑
i

pi

(
log pi −

∑
α

Piα log qα

)
(١۴)

لΎاریتم تابع تحدب خاصیت به توجه با بنابراین .
∑

α Piα = 1 و 0 ≤ Piα ≤ 1 که است ΀واض .Piα = ⟨i|α⟩⟨α|i⟩ درآن که

داشت: خواهیم

∑
α

Piα log qα ≤ log(
∑
α

Piαqα) =: log ri, (١۵)

دهد ͳم رخ ͳوقت هم این و باشند مساوی Έی به Έی ها pi همه با ها ri همه که شود ͳم برقرار ͳوقت تساوی .ri =
∑

α Piαqα درآن که

که ایم کرده ثابت کنون تا نتیجه در باشند. صفر با برابر ͳ΋ی بجز ها Piα همه که

S(ρ∥σ) ≥
∑
i

pi
log ri
log pi

(١۶)

توزیع دو نسبی آنتروپی خود راست طرف که دانیم ͳم اما باشند. صفر با برابر همه ͳ΋ی بجز ها Piα همه که دهد ͳم رخ ͳوقت تساوی و

تساوی که است صفر با مساوی یا بزرگتر همواره کمیت این ایم، کرده ثابت قبل های فصل در که ای قضیه بنابر و است riو pi احتمال

که ایم کرده ثابت کنون تا پس .ri = pi که دهد ͳم رخ ͳوقت برای فقط

S(ρ∥σ) ≥ 0 (١٧)

ها qi با ها pi که معناست این به این باشند.اما صفر با برابر همه ͳ΋ی بجز ها Piα همه و ri = pi که دهد ͳم رخ ͳوقت تساوی آن در که

باشند. ͳ΋ی

پردازیم. ͳم نویمان فون آنتروپی خواص دیΎر اثبات و بیان به قضیه این از بااستفاده حال

: ͳیعن است، تر کم ها سیستم نسبی آنتروپی از سیستم زیر دو نسبی آنتروپی ۵ نسبی: آنتروپی مورد در لیندبلد‐اولمان قضیه n

S(ρA||σA) ≤ S(ρAB ||σAB). (١٨)

است درک قابل شهودی نظر از کنیم، ͳم نظر صرف آن آوردن از اینجا در و است، ͳطولان العاده فوق آن دقیق اثبات که ͳریاض رابطه این

سیستم Έی از ͳقسمت از ͳپوش چشم با واق΄ در هست. نیز ͳالΎچ ماتریس دو بین فاصله ͳنوع نسبی آنتروپی کنیم فکر که ͳوقت بخصوص

شود. ͳم کمتر ی΋دیΎر از باقیمانده ͳالΎچ ماتریس دو فاصله AB مرکبِ سیستم Έی از B مثل
Lindblad-Uhlmann۵

۶



Έی های ͳویژگ نسبی آنتروپی اینکه بر است دیΎری شاهد قضیه  این یابد. ͳکاهشم ͳکوانتوم کانال اثر در نسبی آنتروپی قضیه: n

ͳم کمتر ͳکوانتوم کانال Έی از آنها عبور اثر در ͳالΎچ ماتریس دو بین تمیزپذیری که دهد ͳم نشان قضیه این واق΄ در دارد. را فاصله

است: چنین قضیه این ͳریاض زبان به شود.

S(E(ρ)||E(σ)) ≤ S(ρ||σ). (١٩)

زیر صورت به توان ͳم را ͳکوانتوم کانال هر اشپرینگ، اشتاین انبساط بنابر که کنیم توجه نکته این به است ͳکاف اثبات برای اثبات: n

نوشت:

E(ρ) = trB

(
U(ρ⊗ η)U†

)
(٢٠)

η = |0⟩⟨0| و کند ͳم عمل AB مرکب سیستم روی که است ͳان΋ی ماتریس Έی U اند، شده تعریف A سیستم روی σ و ρ آن در که

بنویسیم: توانیم ͳم قضیه این به توجه با است. ͳ΋کم سیستم از معین حالت Έی

S(Λ(ρ)∥Λ(σ)) = S
(
TrB(U(ρ⊗ η)U†)∥TrB(U(σ ⊗ µ)U†)

)
≤ S

(
U(ρ⊗ µ)U†∥U(σ ⊗ µ)U†

)
= S(ρ⊗ η∥σ ⊗ η) = S(ρ∥σ). (٢١)

است: برقرار زیر رابطه که کند ثابت خود باید خواننده آخر قدم در البته

S(ρ⊗ η∥σ ⊗ η) = S(ρ∥σ). (٢٢)

آنتروپی تحدب ویژگیهای ۴

است. ۶ محدب یΈتابع نویمان فون آنتروپی قضیه: n

داریم λ1 + λ2 + · · ·λn = 1 طوری΋ه به 0 ≤ λ1, λ2, · · ·λn ≤ 1 ازای به ͳیعن

S(λ1ρ1 + · · ·λnρn) ≥ λ1S(ρ1) + · · ·λnS(ρn). (٢٣)

Convex۶
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دارد. ͳروشن معنای نیز شهودی نظر از که یابد ͳم افزایش ͳکوانتوم حالت آنتروپی ͳکوانتوم های حالت کردن مخلوط با بنابراین

است. ساده ِ حالت این شبیه̃ قضیه اثبات دلخواه n حالت برای کنیم. ͳم ثابت n = 2 حالت برای را قضیه اثبات:

دهیم: ͳقرارم

σ := λ1ρ1 + λ2ρ2. (٢۴)

نویسیم: ͳم و کنیم ͳم استفاده (12) ازنامساوی

S(ρ1) ≤ −tr(ρ1 log σ),

S(ρ2) ≤ −tr(ρ2 log σ). (٢۵)

آوریم: ͳم دست به λ2 و λ1 ضرایب با بالا دونامساوی ͳخط ازترکیب حال

λ1S(ρ1) + λ2S(ρ2) ≤ S(λ1ρ1 + λ2ρ2). (٢۶)

Έی آید ͳم بدست که ͳحالت کنیم ͳم مخلوط باهم مساوی احتمال با هستند صفر آنتروپی دارای که را و|1⟩⟨1| |0⟩⟨0| های حالت مثال: n

است. Έی با برابر اش آنتروپی که است ρ = 1
2I مخلوط کاملا حالت

های حالت زیرمجموعه در را حالت این بایست ͳم حتما باشد داشته را آنتروپی میزان کمترین که باشیم ͳحالت جستجوی در اگر ترتیب این به

پیدا بخواهیم را S(ρ) تابع بیشینه نقطه هرگاه که دهد ͳم نشان قند) کله به شبیه ͳل΋ش) آنتروپی بودن محدب چنین هم کنیم. جستجو خالص

است. ͳمهم ͳخیل نکته این و هست هم مطلق بیشینه نقطه همان کنیم

این ماکزیمم مقدار است. ͳکیوبیت Έی ͳالΎچ ماتریس Έی ρ آن در که بΎیرید نظر در را f(x) := S(x I
2 + (1− x)ρ) تابع تمرین: n

است؟ چقدر آن مقدار و دهد ͳم رخ ای نقطه چه در تابع

ͳکوانتوم کانال Έی که کنیم فکر Έترمودینامی از الهام با است مم΋ن دهد؟ ͳافزایشم را آنتروپیحالتها ͳکانالکوانتومΈی آیا n

برگردان، بیت کانال یا واقطبش کانال مثل ͳکوانتوم کانال Έی مثال عنوان به نیست. چنین اما دهد ͳم افزایش را ها حالت آنتروپی همواره

٨



ها حالت همه که بΎیرید نظر در را ͳکانال اما دهد. ͳم افزایش را آن آنتروپی و کند ͳم آمیخته حالت Έی به تبدیل را خالص حالت Έی

نگارد، ͳم خالص حالت Έی به را

E(ρ) = Tr(ρ)|ϕ0⟩⟨ϕ0|. (٢٧)

Έی) ͳکوانتوم کانال Έی واقعا فوق نگاشت که کنید دقت است. صفر اش آنتروپی که نگارد ͳم ͳحالت به را ها حالت همه کانال این

بΎیریم: نظر در را نگاشت این کراوس نمایش که است ͳکاف نکته این تصدیق برای کند. ͳم تعریف را مثبت) کاملا نگاشت

E(ρ) =
∑
i

⟨i|ρ|i⟩|ϕ0⟩⟨ϕ0| =
∑
i

|ϕ0⟩⟨i|ρ|i⟩⟨ϕ0| (٢٨)

هستند. Ai = |ϕ0⟩⟨i| صورت به نگاشت این کراوس عملΎرهای دهد ͳم نشان که

ͳم نشان D(H) با را H هیلبرت فضای Έی در ͳالΎچ های ماتریس فضای است. زیر صورت به آنتروپی تحدب خاصیت از نتیجه Έی n

به را ͳالΎچ ماتریس هر تابع این است. (ͳکوانتوم کانال Έی (مثلا ͳخط نگاشت Έی f : D(H) −→ D(H) که کنید فرض دهیم.

باشد. مم΋ن مقدار کمترین f(ρ0) آنتروپی که کنیم پیدا را ρ0 مثل ای ͳالΎچ ماتریس خواهیم ͳم کند. ͳم تبدیل ͳالΎچ ماتریس Έی

را خود جستجوی است ͳکاف که گوید ͳم انتروپی تحدب خاصیت اما است، ͳسخت بسیار کار ͳالΎچ های ماتریس همه فضای در جستجو

حالت ρ0 که کنیم ͳم فرض قضیه این اثبات برای است. کوچ΋تری بسیار فضای که کنیم محدود خالص ͳالΎچ های ماتریس فضای به

نویسیم: ͳم دارد. ρ0 =
∑

k pk|ϕk⟩⟨ϕk| ش΋ل به ͳآنزامبل تجزیه Έی حالت این باشد. نظر مورد

S
[
f(ρ)

]
= S

[
f(
∑
k

pk|ϕk⟩⟨ϕk|)
]
= S

[∑
k

pkf(|ϕk⟩⟨ϕk|)
]
≥
∑
k

pkS
[
f(|ϕk⟩⟨ϕk|)

]
. (٢٩)

که دارد وجود |ϕ0⟩ مثل حالت Έی راست طرف های حالت بین از

S
[
f(|ϕ0⟩⟨ϕ0|)

]
≤ S

[
f(|ϕk⟩⟨ϕk|)

]
∀ k. (٣٠)

نتیجه در

S
[
f(ρ)

]
≡
∑
k

pkS
[
f(|ϕk⟩⟨ϕk|)

]
≥
∑
k

pkS
[
f(|ϕ0⟩⟨ϕ0|)

]
= S

[
f(|ϕ0⟩⟨ϕ0|)

]
. (٣١)

قضیه این که کنید دقت است. اولیه مخلوط حالت Έی از کمتر f تابع برای اش آنتروپی و است خالص که ایم یافته ͳحالت ترتیب این به

بودن مثبت خاصیت از نه ایم کرده استفاده نگاشت بودن ͳخط خاصیت از فقط زیرا است برقرار هم ها کانال از فراتر هایی نگاشت برای

آن. بودن نگهدار رد یا

٩



ها کانال گوییم ͳم اصطلاحا که دهند ͳم کاهش هم به نسبت را ورودی حالت دو فاصله ها کانال همه که ایم داده نشان پیشین درسهای در

دو این چرا که این کاهش. دیΎر ͳبعض و دهند ͳم افزایش را ورودی حالت آنتروپی ها کانال از ͳبعض حال عین در اما ٧ دارند ͳانقباض خاصیت

است. شده داده نشان (٢) ش΋ل در هستند سازگار ی΋دیΎر با خاصیت

E
<latexit sha1_base64="Kid1hn0tzWbACv3rl/5yKrqio/g=">AAAB73icbVBNS8NAEJ34WetX1aOXxSJ4KkkV9FgUwWMF+wFtKJPtpl262cTdjVBC/4QXD4p49e9489+4bXPQ1gcDj/dmmJkXJIJr47rfzsrq2vrGZmGruL2zu7dfOjhs6jhVlDVoLGLVDlAzwSVrGG4EayeKYRQI1gpGN1O/9cSU5rF8MOOE+REOJA85RWOldtalKMjtpFcquxV3BrJMvJyUIUe9V/rq9mOaRkwaKlDrjucmxs9QGU4FmxS7qWYJ0hEOWMdSiRHTfja7d0JOrdInYaxsSUNm6u+JDCOtx1FgOyM0Q73oTcX/vE5qwis/4zJJDZN0vihMBTExmT5P+lwxasTYEqSK21sJHaJCamxERRuCt/jyMmlWK955pXp/Ua5d53EU4BhO4Aw8uIQa3EEdGkBBwDO8wpvz6Lw4787HvHXFyWeO4A+czx+oPY+3</latexit>

�<latexit sha1_base64="1QkdLlUiEbw/pwx7W5NPWZdKSCY=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ3Ur1q/qh69BIvgqexWQY9FLx4r2A9ol5JNs21sNlmSrFCW/gcvHhTx6v/x5r8xbfegrQ8GHu/NMDMvTAQ31vO+UWFtfWNzq7hd2tnd2z8oHx61jEo1ZU2qhNKdkBgmuGRNy61gnUQzEoeCtcPx7cxvPzFtuJIPdpKwICZDySNOiXVSK+s1RnzaL1e8qjcHXiV+TiqQo9Evf/UGiqYxk5YKYkzX9xIbZERbTgWblnqpYQmhYzJkXUcliZkJsvm1U3zmlAGOlHYlLZ6rvycyEhsziUPXGRM7MsveTPzP66Y2ug4yLpPUMkkXi6JUYKvw7HU84JpRKyaOEKq5uxXTEdGEWhdQyYXgL7+8Slq1qn9Rrd1fVuo3eRxFOIFTOAcfrqAOd9CAJlB4hGd4hTek0At6Rx+L1gLKZ47hD9DnD6m/jy8=</latexit>

a
<latexit sha1_base64="wqZLPcGml9Og5FDdUdFUNWEF4FE=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlJu2XK27VnYOsEi8nFcjR6Je/eoOYpRFKwwTVuuu5ifEzqgxnAqelXqoxoWxMh9i1VNIItZ/ND52SM6sMSBgrW9KQufp7IqOR1pMosJ0RNSO97M3E/7xuasJrP+MySQ1KtlgUpoKYmMy+JgOukBkxsYQyxe2thI2ooszYbEo2BG/55VXSrlW9i2qteVmp3+RxFOEETuEcPLiCOtxBA1rAAOEZXuHNeXRenHfnY9FacPKZY/gD5/MHxKuM6Q==</latexit>

b
<latexit sha1_base64="YJjhR7RY5hyNtVLBH/MerrmOQ7I=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mqoMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOlZtAvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyOUhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFrqaQRaj+bHzolZ1YZkDBWtqQhc/X3REYjrSdRYDsjakZ62ZuJ/3nd1ITXfsZlkhqUbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukXat6F9Va87JSv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucPxi+M6g==</latexit>

طور به را ورودی های حالت انتروپی ͳکانال چنین کند. ͳم تصویر کره مرکز ͳ΋نزدی به را بلوخ کره که دهد ͳم نشان را ͳکانال بالا ش΋ل :٢ ش΋ل

چنین کند، ͳم تصویر خالص) های حالت ͳ΋نزدی) کره مرز ͳ΋نزدی به را بلوخ کره که دهد ͳم نشان را ͳکانال زیر ش΋ل دهد. ͳم افزایش متوسط

دهد. ͳم کاهش متوسط طور به را ورودی های حالت انتروپی ͳکانال

{xi} مقادیر صورت دراین کنیم. گیری اندازه را X =
∑

i xi|xi⟩⟨xi| پذیر مشاهده که کنید فرض گیری: اندازه آنتروپی قضیه: n

داشت: خواهیم صورت دراین شد. خواهند مشاهده {pi = ⟨xi|ρ|xi⟩} بااحتمالات

S(ρ) ≤ H(X), (٣٢)

گیری اندازه است مم΋ن زیرا است روشن قضیه این نیز شهودی نظر از .[X, ρ] = 0 که بود برقرارخواهد ͳتنهاوقت تساوی علامت درآن که

بینجامد. آنتروپی افزایش نتیجه در و نتایج شدن پراکنده به قطعیت عدم اصل دلیل به که باشد نامناسب پایه Έی در دهیم ͳم انجام که ای

شده داده نشان (٣) ش΋ل در Έشماتی صورت به موضوع این گیریم. ͳم اندازه z پایه در را |+⟩ ِ حالت Έی که است ͳوقت آن روشن مثال

است.
Contraction Property٧

١٠



X

x1

<latexit sha1_base64="imaputAaqjv4LEkN+3iKMNAC7EM="></latexit>

x2

<latexit sha1_base64="YGwV2QGj1BgAHg2FWaeqrAshe2I="></latexit>

xn

<latexit sha1_base64="Qlp72G9xRN+FzExEreGhxz7kkeg="></latexit>

S(⇢)  H(X)

<latexit sha1_base64="U+iQ7owN3Xp8PT2idxQw5RDKKVY="></latexit>

ͳ΋ی ͳخروج شانون آنتروپی با ورودی حالت آنتروپی ͳوقت فقط شود. ͳم آنتروپی افزایش باعث همواره دلخواه پایه Έی در گیری اندازه :٣ ش΋ل

باشد. [ρ,X] = 0 که است

کنیم: ͳم زیرتعریف ش΋ل به را σ ͳالΎچ ماتریس اثبات:

σ :=
∑
i

pi|xi⟩⟨xi|. (٣٣)

که دانیم ͳم (12) ازقضیه بااستفاده .S(σ) = H(X) که دانیم ͳم

S(ρ) ≤ −tr(ρ log σ), (٣۴)

آوریم ͳم وبدست کنیم ͳم حساب {|xi⟩} رادرپایه راست طرف .ρ = σ که بود برقرارخواهد ͳوقت فقط تساوی علامت درآن که

tr(ρ log σ) =
∑
i

⟨xi|ρ log σ|xi⟩ =
∑
i

⟨xi|ρ|xi⟩ log pi =
∑
i

pi log pi, (٣۵)

ͳموردنظریعن رابطه به (34,35) باترکیب ایم. کرده استفاده pi = ⟨xi|ρ|xi⟩ تساوی چنین هم و پایه دراین σ بودن ازقطری آخر درتساوی که

.[ρ,X] = 0 که معناست این امربه این اما .ρ = σ باشیم داشته که بود برقرارخواهد ͳوقت تساوی رسیم. ͳم S(ρ) ≤ H(X) رابطه

١١



فضا برای پایه Έی X پذیر مشاهده های پایه ویژه اینکه از آن در که یابیم ͳدرم کنیم دقت بالا اثبات به اگر مهم: توضیح Έی n

Έی رتبه تصویرگرهای با تصویری گیری اندازه Έی که است برقرار ͳوقت برای تنها بالا قضیه بنابراین ایم. کرده استفاده اند داده تش΋یل

نوع از حالت Έی ورودی حالت که کنید تصور نقیض مثال Έی برای دهیم. ͳم انجام {|xi⟩xi, i = 1, 2, · · · dim(H)} نوع از

دهیم: ͳم انجام زیر عملΎرهای با تصویری گیری اندازه Έی ρ = 1
4 (|00⟩⟨00|+ |01⟩⟨01|+ |10⟩⟨10|+ |11⟩⟨11|)

P0 = |00⟩⟨00|+ |11⟩⟨11| , P1 = |01⟩⟨01|+ |10⟩⟨10|

دارد. Έی آنتروپی گیری اندازه ͳخروج آمار انکه وحال S(ρ) = 2 داریم جا این در .P (0) = P (1) = 1
2 داشت خواهیم صورت این در

است: چنین واق΄ در دادیم نشان که آنچه n

S(ρ) ≤ −
∑
i

⟨xi|ρ|xi⟩ log⟨xi|ρ|xi⟩ = S(ρD), (٣۶)

داده قرار صفر با برابر اش قطری غیر عناصر تمام که تفاوت این با است دلخواه پایه Έی در ͳالΎچ ماتریس همان ρD ماتریس آن در که

معنای Έی بنابراین آید.) ͳم پدید معتبر ͳالΎچ ماتریس Έی بازهم دهیم انجام را کار این اگر ای پایه هر در که کنید (دقت است. شده

ای ͳالΎچ ماتریس صورت دراین دهیم، قرار صفر با برابر را ρ ͳالΎچ ماتریس قطری غیر عناصر ای پایه هر در اگر که است این قضیه این

ماتریس همه برای است. شده داده نشان زیر در رابطه این از نمونه Έی بود. خواهد بیشتر اول حالت از آن آنتروپی که آمد خواهد بدست

است: برقرار زیر رابطه های

S



p11 p12 p13 ·

p21 p22 p23 ·

p31 p32 p33 ·

· · · ·


≤ S



p11 0 0 ·

0 p22 0 ·

0 0 p33 ·

· · · ·


(٣٧)

قطعیت عدم کمترین شود ͳجابجام ͳالΎچ ماتریس با که پذیری مشاهده گیری اندازه ها گیری اندازه همه دربین است این آن دیΎر معنای

کند. ͳم ایجاد نتایج در را آنتروپی یا

١٢



قوی پذیری زیرجم΄ و پذیری زیرجم΄ ۵

باشد، ͳدوبخش دستگاه Έی AB هرگاه ٨ پذیری: زیرجم΄ قضیه n

S(ρAB) ≤ S(ρA) + S(ρB), (٣٨)

معنای به خاصیت این .ρAB = ρA ⊗ ρB که شود ͳبرقرارم ͳوقت فقط تساوی .ρB = trA(ρAB) و ρA = trB(ρAB) درآن که

بین است مم΋ن که است هایی ͳهمبستگ بدلیل امر این کمتراست. آن اجزاء آنتروپی مجموع از همواره دستگاه Έی آنتروپی که است آن

آنتروپی مجموع با برابر ͳوقت فقط کل آنتروپی گیریم. ͳم نظر در را بل حالت Έی که است ͳوقت آن روشن مثال باشد. داشته وجود اجزاء

باشد. نداشته وجود ͳهمبستگ آنها بین که است اجزاء

کنیم: ͳم زیرراتعریف ͳالΎچ ماتریس اثبات: n

σAB := ρA ⊗ ρB , (٣٩)

کنیم: ͳم استفاده (12) نامساوی از و

S(ρAB) ≤ −tr(ρAB log σAB). (۴٠)

که کنیم ͳم دقت حال

log(σAB) = log(ρA ⊗ ρB) = log((ρA ⊗ I)(I ⊗ ρB)) = log(ρA ⊗ I) + log(I ⊗ ρB)

(log ρA)⊗ I + I ⊗ (log ρB). (۴١)

کنیم: ͳم ͳبازنویس زیر ش΋ل به را راست طرف حال

−tr(ρAB log σAB) = −tr(ρAB(log ρA ⊗ I)− tr(ρAB(I ⊗ log ρB))

= −trA(ρA log ρA)− trB(ρB log ρB). (۴٢)

Έکلاسی آنتروپی برای H(X,Y ) ≤ H(X) +H(Y ) رابطه یادآور رابطه این رسیم. ͳم دلخواه نتیجه به بالا روابط گذاردن هم باکنار

است.
Subadditivity٨
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نویمان فون آنتروپی آیا که است این سوال کند. ͳم صدق H(X) ≤ H(X,Y ) نامساوی در شانون آنتروپی که ایم دیده ͳقبل درسهای در

تنیده درهم حالت Έی در را AB مرکب سیستم که است ͳکاف است. ͳمنف سوال این ΁پاس خیر. یا کند ͳم صدق مشابه رابطه Έی در نیز

حالت برخلاف بنابراین .S(ρA) = S(ρB) = 1 آنکه حال و S(ρAB) = 0 رابطه که دریابیم و دهیم قرار |ψ⟩AB = 1√
2
(|00⟩ + |11⟩)

داریم ͳکل طور به Έکلاسی

S(ρA) ≰ S(ρAB). (۴٣)

است. برقرار زیر خاصیت وجود این با

است: زیر ش΋ل به شود ͳم خوانده نیز ٩ لیب ‐ͳآراک نامساوی که نامساوی این : ͳکوانتوم آنتروپی برای مثلث نامساوی n

| S(ρA)− S(ρB) |≤ S(ρAB). (۴۴)

سیستم Έی افزودن با که معنا این به کرد سازی خالص را حالت این توان ͳم . است ρAB حالت در AB سیستم که دانیم ͳم اثبات: n

اخر. الا و ρA = trBR(|Ψ⟩⟨Ψ|) یا و ρAB = trR(|Ψ⟩⟨Ψ|) که گرفت نظر در |Ψ⟩ABR مثل ͳخالص حالت R ͳ΋کم

داریم: آن مبنای بر که کنیم ͳم استفاده آنتروپی پذیری جم΄ خاصیت از حال

S(ρBR) ≤ S(ρB) + S(ρR). (۴۵)

به (۴۵) رابطه نتیجه در .S(ρR) = S(ρAB) و S(ρBR) = S(ρA) داریم است، خالص حالت Έی |Ψ⟩ABR حالت که آنجا از اما

آید: ͳم در زیر ش΋ل

S(ρA) ≤ S(ρAR) + S(ρR) (۴۶)

یا و

S(ρA)− S(ρR) ≤ S(ρAR). (۴٧)

رسیم. ͳم ͳکوانتوم آنتروپی برای مثلث نامساوی به نامساوی این تکرار و B و A جای کردن عوض با
Araki-Lieb Inequality٩
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کنید. حساب را (۴۴) نامساوی طرفین است. خالص تنیده درهم حالت Έی ρAB که کنید فرض تمرین: n

زیر قضیه در سوال این ΁پاس کند. ͳم تغییر ͳل΋ش چه به تساوی این نباشد عمود برهم فوق ͳالΎچ ماتریسهای پایه اگر که پرسیم ͳم خود از حال

است: شده داده

کند: ͳم صدق زیر نامساوی در ͳکل حالت در آنتروپی تابع قضیه: n

∑
i

piS(σi) ≤ S(
∑
i

piσi) ≤ H({pi}) +
∑
i

piS(σi). (۴٨)

کنیم: تعریف زیر صورت به را ها حالت متوسط آنتروپی اگر

S :=
∑
i

piS(σi), (۴٩)

نوشت: زیر صورت به توان ͳم را (۴٨) رابطه

S ≤ S(
∑
i

piσi) ≤ S +H(X). (۵٠)

را دلخواه حالت Έی آنتروپی که است مم΋ن دهد. ͳم بدست است محاسبه قابل ͳبراحت که پایین و بالا حد Έی قضیه این ترتیب این به

است. شده واق΄ حد دو کدام بین آنتروپی که گوید ͳم ما به بلافاصله نامساوی این ͳول کنیم حساب دقیق طور به نتوانیم

راست طرف نامساوی به را خود توجه پس ایم. کرده ثابت را آن قبلا که است آنتروپی تحدب خاصیت همان چپ سمت نامساوی اثبات:

حالت این البته .σ = |ψi⟩⟨ψi| ͳیعن باشند خالص σi های حالت که کنیم ͳم ثابت ͳوقت برای را نامساوی این نخست کنیم. ͳم معطوف

کنیم ثابت که است ͳکاف است S(σi) = 0 که آنجا از حالت این در باشند. عمود هم بر که ندارد ͳلزوم ها

S

(∑
i

pi|ψi⟩⟨ψi|

)
≤ H({pi}). (۵١)

سازیم: ͳم را زیر خالص حالت رابطه این اثبات برای

|ψ⟩AB =
∑
i

√
pi|ψi⟩ ⊗ |i⟩, (۵٢)

آوریم: ͳم بدست خالص حالت این برای عمودند. برهم {|i⟩} های حالت آن در که

ρA =
∑
i

pi|ψi⟩⟨ψi|, ρB =
∑
i,j

√
pipj⟨ψi|ψj⟩|j⟩⟨i|. (۵٣)
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حالت ρB حالت که است این نکته البته S(ρA) = S(ρB). ͳیعن است. مساوی باهم حالت دو این آنتروپی که دانیم ͳم اشمیت تجزیه از

ایم کرده ثابت قبلا که دیΎر خاصیت Έی از توانیم ͳم مرحله این در اما کنیم. حساب ͳبراحت را آن آنتروپی بتوانیم که نیست ای ساده

نویسیم: ͳم واق΄ در .S(ρB) ≤ S(ρDB ) ͳیعن دهد، ͳنم کاهش را آنتروپی هیچΎاه تصویری گیری اندازه اینکه آن و کنیم استفاده

S(ρA) = S(ρB) ≤ S(ρDB ) = S(
∑
i

pi|i⟩⟨i|) = H({p}), (۵۴)

کنیم. ثابت خواستیم ͳم که است ای رابطه همان که

را ͳکل حالت و کرده استفاده خاص حالت این از توانیم ͳم حال کردیم. ثابت بودند خالص σi های حالت که ͳوقت برای را قضیه ترتیب این به

: کرد ͳطیف تجزیه توان ͳم را σi های حالت از کدام هر کنیم دقت که است ͳکاف کنیم: ثابت را نیستند خالص های حالت ها σi دیΎر آن در که

σi =
∑
j

qij |ϕij⟩⟨ϕij |. (۵۵)

که کنید دقت

⟨ϕij |ϕik⟩ = δjk
∑
j

qij = 1, ∀ i. (۵۶)

داریم چنین هم

S(σi) = H({qij}). (۵٧)

داریم نتیجه در

ρ =
∑
i

piσi =
∑
i,j

piqij |ϕij⟩⟨ϕij |. (۵٨)

که دانیم ͳم رابطه این ∑در
i,j

piqij = 1.

داریم: آن مبنای بر که کنیم ͳم استفاده (۵١) رابطه از حال

S(
∑
i

piσi) = S(
∑
i,j

piqij |ϕij⟩⟨ϕij |) ≤ H({piqij}). (۵٩)
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نویسیم: ͳم کنیم. ساده را راست طرف که است ͳکاف حال

H({piqij}) = −
∑
i,j

piqij log2(piqij) = −
∑
i,j

piqij (log2(pi) + log2(qij))

= H({pi}) +
∑
i

piS(σi). (۶٠)

شود. ͳم ثابت کامل طور به قضیه ترتیب این به

حالت آنتروپی که گوید ͳم ما به ͳشخص مثال: n

ρ =
1

4
|a⟩⟨a|+ 1

3
|b⟩⟨b|+ 1

6
|c⟩⟨c|+ 1

4
|d⟩⟨d|,

قبول را او ادعای توانیم ͳم چΎونه بیت. 2.15 با است برابر نیستند، عمود هم بر الزاما که هستند دلخواه شده نوشته های حالت آن در که

کنیم؟ رد یا

زیر خاصیت توان ͳم قضیه این از است. مشهور ١٠ قوی پذیری جم΄ زیر خاصیت به که کنیم ͳبررس را آنتروپی از ͳخاصیت خواهیم ͳم حال

نخواهیم ثابت را قضیه این ادامه در آورد. بدست آنتروپی برای را مهم و جدید های خاصیت از ͳبعض و ایم) کرده ثابت را آن قبلا که  ) پذیری جم΄

بیشتری اهمیت قضیه این اثبات از نتایج این فهمیدن و دانستن کرد. استخراج آن از را ͳمهم نتایج توان ͳم چΎونه که دهیم ͳم نشان اما کرد،

دارد.

بیان زیر صورت به شانون آنتروپی برای پذیری جم΄ زیر که آوریم ͳم یاد به نویمان: فون آنتروپی برای قوی پذیری زیرجم΄ قضیه: n

است: برقرار زیر نامساوی Z و X,Y ͳتصادف متغیر سه هر ازای به شود: ͳم

H(X|Y, Z) ≤ H(X|Y ). (۶١)

مقدار Y مقدار بر علاوه اگر دیΎر عبارت به شود. ͳم شانون انتروپی کاهش باعث اضافه شرط ایجاد که کند ͳم بیان واق΄ در رابطه این

نوشت: توان ͳم نیز زیر صورت به را نامساوی این ماند. ͳم ͳباق X در کمتری اطلاعات کنیم، تعیین نیز را Z

H(X,Y, Z)−H(Y, Z) ≤ H(X,Y )−H(Y ) (۶٢)

Strong subaditivity Theorem١٠
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صورت به ͳشرط آنتروپی تعریف با که معنا این به ، بالاست های رابطه مشابه دقیقا ͳکوانتوم آنتروپی برای قوی پذیری جم΄ زیر خاصیت

S(A|B) := S(ρAB)− S(ρB) (۶٣)

داریم: ͳبخش سه سیستم هر برای

S(A|B,C) ≤ S(A|B) (۶۴)

یا و

S(ρABC)− S(ρBC) ≤ S(ρAB)− S(ρB). (۶۵)

در گیریم. ͳم نظر در ABC مثل ͳبخش سه سیستم Έی کنیم. ͳم ثابت لیندبلد‐اولمان قضیه از استفاده با ͳراحت به را قضیه این اثبات: n

قرار لیندبلد‐اولمان قضیه در خواهیم ͳم که ای ͳالΎچ های ماتریس برای خوبی انتخاب بتوانیم که است این مهم نکته ها اثبات نوع این همه

لیندبلد‐اولمان نامساوی ͳکنون قضیه برای شود. ͳم انجام برسیم آن به خواهیم ͳم که ای نتیجه به ͳبستگ انتخاب این باشیم. داشته دهیم،

بریم: ͳم کار به زیر ش΋ل به را

S(ρAB ||ρA ⊗ ρB) ≤ S(ρABC ||ρA ⊗ ρBC). (۶۶)

بنویسیم نسبی آنتروپی تعریف به توجه با و دهیم بسط را نامساوی این طرفین که است ͳکاف حال

−S(ρAB)− tr(ρAB log(ρA ⊗ ρB)) ≤ −S(ρABC)− tr(ρABC log(ρA ⊗ ρBC)). (۶٧)

اینکه به توجه با اما

log(ρA ⊗ ρB) = log ρA ⊗ IB + IA ⊗ log ρB

گیریم: ͳم نتیجه جزیی، رد های ͳویژگ و

−S(ρAB) + S(ρA) + S(ρB) ≤ −S(ρABC) + S(ρA) + S(ρBC) (۶٨)

قوی: پذیری زیرجم΄ رابطه همان جز نیست چیزی کردن ساده از پس که

S(ρABC) + S(ρB) ≤ S(ρAB) + S(ρBC). (۶٩)
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نویسیم: ͳم زیر در را نتایج این دارد. بر در ͳنتایج چه نامساوی این ببینیم خواهیم ͳم اکنون

حالت در را تایی سه سیستم کار این برای آورد. بدست قوی پذیری جم΄ زیر خاصیت از را پذیری جم΄ زیر خاصیت توان ͳم اول: نتیجه •

بΎیرید: نظر در زیر

ρABC = ρAC ⊗ |0⟩⟨0|B (٧٠)

داریم: صورت این در است. خالص دلخواه حالت Έی |0⟩ آن در که

S(ρABC) = S(ρAC), S(ρB) = 0, S(ρAB) = S(ρA), S(ρBC) = S(ρC). (٧١)

رسیم. ͳم ͳمعمول پذیری جم΄ زیر رابطه به (۶۵) رابطه در مقادیر این جایΎذاری با

این معنای نیست. برقرار Έکلاسی آنتروپی خلاف بر ͳکوانتوم آنتروپی برای S(A) ≤ S(AB) خاصیت که دیدیم قبلا دوم: نتیجه •

بود تنیده درهم خالص حالت Έی نیز کردیم ذکر که ͳمثال نیست. مثبت کمیت Έی همواره ͳکوانتوم ͳشرط آنتروپی که است این حرف

سیستم زیر Έی آنتروپی چه اگر که است آن مهم نکته بود. Έی با برابر آن سیستم زیر Έی آنتروپی و صفر با برابر بزرگ سیستم آنتروپی که

سه سیستم Έی اگر که معنا این به نیست.! پذیر ام΋ان سیستم زیر دو برای کار این ͳول باشد تر بزرگ سیستم کل آنتروپی از تواند ͳم

است: برقرار همواره زیر نامساوی آنگاه باشیم داشته ABC ͳبخش

S(A) + S(B) ≤ S(A,C) + S(B,C). (٧٢)

توانند ͳنم همزمان نامساوی دو هر ͳول باشد تر بزرگ S(B,C) از S(B) یا باشد تر بزرگ S(A,C) از S(A) که است مم΋ن واق΄ در

درهم حالت در دیΎر بخش دو با تواند ͳنم بخش Έی ͳبخش سه سیستم Έی در که است این موضوع این بیان دیΎر راه Έی باشند. برقرار

است. ٢ با برابر ها) کیوبیت (برای آن چپ طرف و صفر با برابر بالا نامساوی راست طرف باشد چنین اگر زیرا بΎیرد. قرار ماکزیمال تنیده

شود. ͳم شناخته ١١ ͳتنیدگ درهم همسری تک خاصیت نام به خاصیت این

به بΎیریم نظر در R مثل ͳسیستم و کنیم توجه (۶۵) رابطه ͳیعن قوی پذیری جم΄ زیر رابطه به که است ͳکاف نامساوی این اثبات برای

که دانیم ͳم صورت این در باشد. خالص حالت Έی در ABCR سیستم که ͳقسم

S(ABC) = S(R), S(BC) = S(AR). (٧٣)

Monogomy of Entanglement١١
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آوریم: ͳم بدست (۶۵) در ها تساوی این جایΎذاری با

S(R)− S(AR) ≤ S(AB)− S(B) (٧۴)

کردن مرتب از پس و

S(R) + S(B) ≤ S(AR) + S(AB), (٧۵)

شده). عوض های نام با (البته کنیم ثابت خواستیم ͳم که ای رابطه همان جز نیست چیزی که

ͳبخش سه سیستم هر برای که معنا این به شود، ͳم متقابل اطلاعات کاهش باعث همواره بخش Έی از کردن نظر صرف سوم: نتیجه •

داریم:

I(A : B) ≤ I(A : B,C). (٧۶)

مورد در اطلاعات بیشتری مقدار C و B مورد در ͳاطلاعات دانستن حال بهر که صورت این به دارد ͳروشن معنای رابطه این شهودی نظر از

باز را رابطه این که است ͳکاف است. ساده ͳخیل رابطه این اثبات اما باشیم. داشته B باره در ͳاطلاعات تنها که ͳوقت تا دهد ͳم ما به A

بنویسیم و کنیم

S(A) + S(B)− S(A,B) ≤ S(A) + S(B,C)− S(A,B,C), (٧٧)

قوی. پذیری جم΄ زیر خاصیت همان جز نیست چیزی بینیم ͳم طرف دو از S(A) حذف با که

نظر در را AB مرکب سیستم تر دقیق عبارت به دهد. ͳنم افزایش را متقابل اطلاعات هیچΎاه ͳکوانتوم کانال Έی چهارم: نتیجه •

کانال بنابراین گیرد. ͳم قرار EB مثل ͳکوانتوم کانال Έی تاثیر تحت سیستم این که کنید فرض حال دارد. قرار ρAB حالت در که بΎیرید

اطلاعات تواند ͳم E کانال آیا ببنیم خواهیم ͳم کند. ͳنم تغییر صورت این در ρA حالت که است ͳطبیع کند. ͳم اثر B روی فقط E

خیر، که است این ΁پاس دهد؟ افزایش را B و A قسمت دو بین متقابل

I(A : E(B)) ≤ I(A : B), (٧٨)

است. انتظار مورد نیز شهودی و ͳ΋فیزی نظر از ΁پاس این و

٢٠



است: مهم زیر ی شده حل های تمرین به توجه آید ͳم پی در که چهارم نتیجه این اثبات فهم برای

باشیم داشته هرگاه تمرین: n

ρ′AB = (I ⊗ EB)(ρAB) (٧٩)

.ρ′A = ρA که دهید نشان است، نگهدار رد نگاشت Έی EB آن در که

دهیم: ͳم بسط زیر صورت به را ρAB حالت حل: n

ρAB =
∑
i

xi ⊗ yi. (٨٠)

نتیجه در که

ρA =
∑
i

xi ⊗ tr(yi) (٨١)

نتیجه در

(I ⊗ EB)(ρAB) =
∑
i

xi ⊗ EB(yi). (٨٢)

آوریم: ͳم بدست و گیریم ͳم رد دوم بخش روی حال

ρ′A := trB(ρ
′
AB) =

∑
i

xi ⊗ tr(EB(yi)) =
∑
i

xi ⊗ tr(yi) = ρA. (٨٣)

است. درست رد‐نگهدار نگاشت برای فقط نتیجه این که کنید دقت

باشیم داشته هرگاه تمرین: n

ρ′AB = (I ⊗ UB)(ρAB)(I ⊗ U†
B) (٨۴)

که دهید نشان

ρ′B = UB ρB U†
B . (٨۵)
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دهیم: ͳم بسط زیر صورت به را ρAB حالت حل: n

ρAB =
∑
i

xi ⊗ yi. (٨۶)

درنتیجه که

ρB =
∑
i

(trxi)yi. (٨٧)

بنابراین

(I ⊗ UB)(ρAB)(I ⊗ U†
B) =

∑
i

xi ⊗ UB yi U
†
B . (٨٨)

آوریم: ͳم بدست و گیریم ͳم رد اول بخش روی حال

ρ′B :=
∑
i

tr(xi)UB yiU
†
B = UB(

∑
i

(trxi)yi)U
†
B = UBρBU

†
B . (٨٩)

ͳم قرار ρAB حالت کنار در |0⟩C مثل مشخص حالت Έی کرد. اعمال زیر صورت به توان ͳم همواره را شده یاد کانال که کنیم ͳم توجه

.(۴) ش΋ل ، گیریم ͳم رد C روی سپس و کرده اعمال را UBC عملΎر حالت این کل روی و دهیم

A
<latexit sha1_base64="Lihtv2jYSe0RaYbwwPdS8141boc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJQrjMk=</latexit>

B<latexit sha1_base64="MfEdtf3d0ryWzSVjvkMH2KFuBRM=">AAAB63icbVA9SwNBEJ2LXzFGjVraLAbBKtxFQcsQG8sIJgaSI+xt9pIl+3Hs7gnhyF+wsVDE1j9k579xk1yhiQ8GHu/NMDMvSjgz1ve/vcLG5tb2TnG3tFfePzisHB13jEo1oW2iuNLdCBvKmaRtyyyn3URTLCJOH6PJ7dx/fKLaMCUf7DShocAjyWJGsHVShMrQHFSqfs1fAK2TICdVyNEaVL76Q0VSQaUlHBvTC/zEhhnWlhFOZ6V+amiCyQSPaM9RiQU1Yba4dYbOnTJEsdKupEUL9fdEhoUxUxG5ToHt2Kx6c/E/r5fa+CbMmExSSyVZLopTjqxC88fRkGlKLJ86golm7lZExlhjYl08JRdCsPryOunUa8FlrX5/VW008ziKcApncAEBXEMD7qAFbSAwhmd4hTdPeC/eu/exbC14+cwJ/IH3+QNdCI0i</latexit> E
<latexit sha1_base64="Nu3ASImwL3OZz9gQ94CtRPvFRv4=">AAAB+XicbVBNS8NAEJ3Ur1qrVj16WSyCp5JUQY9FETxWsB/QhrLZbtulm03YnRRK6D/x4kERr/4Tb/4bt20O2vpg4PHeDDPzglgKg6777eQ2Nre2d/K7hb3i/sFh6ei4aaJEM95gkYx0O6CGS6F4AwVK3o41p2EgeSsY38391oRrIyL1hNOY+yEdKjEQjKKVBClCCl1gQEECgXuY9Uplt+IuQNaJl5EyZKj3Sl/dfsSSkCtkkhrT8dwY/ZRqFEzyWaGbGB5TNqZD3rFU0ZAbP11cPiPnVumTQaRtKSQL9fdESkNjpmFgO0OKI7PqzcX/vE6Cgxs/FSpOkCu2XDRIJMGIzGMgfaE5Qzm1hDIt7K2EjaimDG1YBRuCt/ryOmlWK95lpfp4Va7dZnHk4RTO4AI8uIYaPEAdGjbcCTzDK7w5qfPivDsfy9ack82cwB84nz91lJBO</latexit> B0

<latexit sha1_base64="2qyALuvCpDdgT/8WaXY2zR108nQ=">AAAB6XicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjF6IrtookeCF49o5JHAhswOvTBhdnYzM2tCCH/gxYPGePWPvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJaPZpygH9GB5CFn1FjpoXbeK5bcsjsHWSVeRkqQod4rfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7plJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPEnXCapQckWi8JUEBOT2dukzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGRtOwYbgLb+8SpqVsndZrtxflaq1LI48nMApXIAH11CFO6hDAxiE8Ayv8OaMnBfn3flYtOacbOYY/sD5/AH18Yz7</latexit>

A
<latexit sha1_base64="Lihtv2jYSe0RaYbwwPdS8141boc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJQrjMk=</latexit>

B<latexit sha1_base64="MfEdtf3d0ryWzSVjvkMH2KFuBRM=">AAAB63icbVA9SwNBEJ2LXzFGjVraLAbBKtxFQcsQG8sIJgaSI+xt9pIl+3Hs7gnhyF+wsVDE1j9k579xk1yhiQ8GHu/NMDMvSjgz1ve/vcLG5tb2TnG3tFfePzisHB13jEo1oW2iuNLdCBvKmaRtyyyn3URTLCJOH6PJ7dx/fKLaMCUf7DShocAjyWJGsHVShMrQHFSqfs1fAK2TICdVyNEaVL76Q0VSQaUlHBvTC/zEhhnWlhFOZ6V+amiCyQSPaM9RiQU1Yba4dYbOnTJEsdKupEUL9fdEhoUxUxG5ToHt2Kx6c/E/r5fa+CbMmExSSyVZLopTjqxC88fRkGlKLJ86golm7lZExlhjYl08JRdCsPryOunUa8FlrX5/VW008ziKcApncAEBXEMD7qAFbSAwhmd4hTdPeC/eu/exbC14+cwJ/IH3+QNdCI0i</latexit> B0
<latexit sha1_base64="2qyALuvCpDdgT/8WaXY2zR108nQ=">AAAB6XicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjF6IrtookeCF49o5JHAhswOvTBhdnYzM2tCCH/gxYPGePWPvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR7cxvPaHSPJaPZpygH9GB5CFn1FjpoXbeK5bcsjsHWSVeRkqQod4rfnX7MUsjlIYJqnXHcxPjT6gynAmcFrqpxoSyER1gx1JJI9T+ZH7plJxZpU/CWNmShszV3xMTGmk9jgLbGVEz1MveTPzP66QmvPEnXCapQckWi8JUEBOT2dukzxUyI8aWUKa4vZWwIVWUGRtOwYbgLb+8SpqVsndZrtxflaq1LI48nMApXIAH11CFO6hDAxiE8Ayv8OaMnBfn3flYtOacbOYY/sD5/AH18Yz7</latexit>

UBC
<latexit sha1_base64="HmTrc7lDnJP0FYl/9IMe/9LuilA=">AAAB7XicbVBNTwIxEJ3FL8Qv1KOXRmLiieyiiR4JXDxi4gIJbEi3dKHSbTdt14Rs+A9ePGiMV/+PN/+NBfag4EsmeXlvJjPzwoQzbVz32ylsbG5t7xR3S3v7B4dH5eOTtpapItQnkkvVDbGmnAnqG2Y47SaK4jjktBNOmnO/80SVZlI8mGlCgxiPBIsYwcZKbX+QNZqzQbniVt0F0DrxclKBHK1B+as/lCSNqTCEY617npuYIMPKMMLprNRPNU0wmeAR7VkqcEx1kC2unaELqwxRJJUtYdBC/T2R4VjraRzazhibsV715uJ/Xi810W2QMZGkhgqyXBSlHBmJ5q+jIVOUGD61BBPF7K2IjLHCxNiASjYEb/XlddKuVb2rau3+ulJv5HEU4QzO4RI8uIE63EELfCDwCM/wCm+OdF6cd+dj2Vpw8plT+APn8wdCDI7r</latexit>

C
<latexit sha1_base64="re76Zkt0iSC9uIARbCEdpPGTKdg=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI9ELh4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfj2txvP6HSPJYPZpKgH9Gh5CFn1FipUesXS27ZXYCsEy8jJchQ7xe/eoOYpRFKwwTVuuu5ifGnVBnOBM4KvVRjQtmYDrFrqaQRan+6OHRGLqwyIGGsbElDFurviSmNtJ5Ege2MqBnpVW8u/ud1UxPe+lMuk9SgZMtFYSqIicn8azLgCpkRE0soU9zeStiIKsqMzaZgQ/BWX14nrUrZuypXGtel6l0WRx7O4BwuwYMbqMI91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJczjMs=</latexit>

A
<latexit sha1_base64="Lihtv2jYSe0RaYbwwPdS8141boc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJQrjMk=</latexit>

A
<latexit sha1_base64="Lihtv2jYSe0RaYbwwPdS8141boc=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHbRRI+oF4+QyCOBDZkdemFkdnYzM2tCCF/gxYPGePWTvPk3DrAHBSvppFLVne6uIBFcG9f9dnJr6xubW/ntws7u3v5B8fCoqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLR3cxvPaHSPJYPZpygH9GB5CFn1FipftMrltyyOwdZJV5GSpCh1it+dfsxSyOUhgmqdcdzE+NPqDKcCZwWuqnGhLIRHWDHUkkj1P5kfuiUnFmlT8JY2ZKGzNXfExMaaT2OAtsZUTPUy95M/M/rpCa89idcJqlByRaLwlQQE5PZ16TPFTIjxpZQpri9lbAhVZQZm03BhuAtv7xKmpWyd1Gu1C9L1dssjjycwCmcgwdXUIV7qEEDGCA8wyu8OY/Oi/PufCxac042cwx/4Hz+AJQrjMk=</latexit>

a

b

ͳان΋ی عملΎر Έی صورت به توان ͳم را کانال این پایین: ش΋ل کند. ͳم اثر B بخش روی که دهد ͳم نشان را E کانال بالایی ش΋ل :۴ ش΋ل

شود. ͳم گرفته رد ͳاضاف بخش روی انتها در و کند ͳم عمل تر بزرگ بخش Έی روی که داد نشان

ترتیب این به دهیم. نشان پرایم با حروف با را کانال عمل از بعد های حالت و پرایم بدون حروف با را کانال عمل از قبل های حالت بیایید

بنویسیم: توانیم ͳم
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ρA′B′C′ = (I ⊗ U
BC

) ρABC (I ⊗ U†
BC

) (٩٠)

که است این معنای به که

ρB′C′ = U
BC

ρBC U†
BC
. (٩١)

وقت هیچ دیΎر سیستم Έی افزودن با متقابل اطلاعات آن مبنای بر که کنیم ͳم تکیه ایم آورده بدست قبلا که ای نتیجه به قضیه، اثبات برای

دیΎر: عبارت به شود ͳنم کم

I(A′ : B′) ≤ I(A′ : B′C ′) (٩٢)

ͳقبل تمرین دو نتایج از و نویسیم ͳم را راست طرف صریح عبارت کار این برای .I(A : B) جز نیست چیزی راست طرف که دهیم ͳم نشان حال

کنیم: ͳم استفاده (٩١) و (٩٠) روابط و

I(A′ : B′C ′) = S(A′) + S(B′C ′)− S(A′B′C ′) = S(A) + S(BC)− S(ABC) (٩٣)

چون اما

ρABC = ρAB ⊗ |0⟩C⟨0| (٩۴)

داشت خواهیم

S(BC) = S(B) S(ABC) = S(AB) (٩۵)

نتیجه در و

I(A′ : B′C ′) = S(A′) + S(B′C ′)− S(A′B′C ′) = S(A) + S(B)− S(AB) = I(A : B). (٩۶)

شود. ͳم ثابت نیز چهارم نتیجه ترتیب این به

٢٣



نویمان فون جان باره در ضمیمه: ۶

(١٩۵١٩٠٣ ‐ ٧) ͳمجارستان ریاضیدان نویمان، فون جان :۵ ش΋ل

عمر طول در وی گذراند. پیشرفته مطالعات موسسه در و آمری΋ا در را خود عمر عمده سالهای که بود ͳالاصل مجاری ریاضیدان نویمان فون جان

توسعه در نیز ͳمهم سهم بل΋ه کرد متحول را Έفیزی چنین هم و ها مجموعه نظریه و جبر مثل ریاضیات های شاخه زیر از بسیاری تنها نه خود کوتاه

نام بزرگ ریاضیدانان آخرین از ͳ΋ی عنوان به او از اغلب کرد. ایفا Έترونی΋ال رایانش و ای هسته انرژی تولید ها، بازی نظریه آمار، و اقتصاد

هم΋ارانش و شاگردان بین که بود شده ها داستان و ها ح΋ایت از ͳانبوه پیدایش باعث حیاتش زمان در ͳحت او امیز افسانه نبوغ شود. ͳم برده

بدهد. جواب تا کشید ͳم طول ثانیه سه فقط پرسیدی ͳم ریاضیات یا Έفیزی از ای زمیه هر در ͳسوال هر او از ͳوقت که است مشهور داشت. رواج

اند: جالب ها ح΋ایت این از نمونه سه

برابر ده توانم ͳم من و دهد انجام ͳذهن محاسبه من از تر سریع برابر ده توانست ͳم ͳجان ،ͳدان ͳم » هم΋ارانش: از ͳ΋ی به خطاب ͳفرم انری΋و

بود.» انگیز شΎفت چقدر ͳجان که ͳبفهم ͳتوان ͳم حالا دهم. انجام ͳذهن محاسبه تو از تر سریع

Έی دقت با اجزایش همه که ͳهست روبرو کامل العاده فوق ماشین Έی با که کردی ͳم احساس نویمان فون ͳذهن قوای باره «در : ویΎنر یوجین

« اند. کردن کار حال در Ϳاین هزارم

تعلق انسان از فراتر ای گونه به او که است این دهنده نشان احتمالا نویمان فون مغز مثل مغزی که کنم ͳم فکر ها وقت ͳبعض من » : بته هانس

« است. داشته

٢۴



ها مسئله ٧

دهد ͳم نشان خوبی به تمرین این کنید. حساب بردارها شعاع برحسب را بلوخ کره درون بردارهای به مربوط نویمان فون آنتروپی تمرین: n

نویمان فون آنتروپی باشد تر Έنزدی مخلوط حالت Έی به حالت چه هر و کمتر آن نویمان فون آنتروپی باشد، تر خالص حالت چه هر که

است. بیشتر آن

بایست ͳم آن پارامترهای باشد، ͳکوانتوم حالت Έی دهنده نشان ماتریس این آنکه برای بΎیرید. نظر در را زیر ͳدوکیوبیت ͳالΎچ ماتریس n

مقدار و کنید حساب را حالت این نویمان فون آنتروپی سپس کنید. مشخص را محدوده این نخست بΎیرند. قرار معین محدوده Έی در

آورید. بدست را آن بیشینه و کمینه

ρ =
1

4
(I + s1σx ⊗ σx + s2σy ⊗ σy + s3σz ⊗ σz). (٩٧)

دهید: نشان را زیر روابط ͳدرست و کنید استفاده قوی پذیری زیرجم΄ خاصیت از n

S(C|A) + S(C|B) ≥ 0. (٩٨)

و

I(A : B) + I(A : C) ≤ 2S(A). (٩٩)

دهد: نشان را زیر رابطه ͳدرست که دهید ارائه ͳمثال چنین هم

S(A|C) + S(B|C) ̸= 0. (١٠٠)

اما H(A : C) ≤ H(A). و H(A : B) ≤ H(A) رابطه که است درست دلیل این به (٩٩) رابطه Έکلاسی حالت در که کنید دقت

ارائه ͳمثال نیستند. برقرار الزاما بالا های نامساوی که چرا است برقرار قوی پذیری زیرجم΄ خاصیت دلیل به رابطه این ͳکوانتوم حالت در

I(A : B) > S(A). ͳکوانتوم حالت در دهد نشان که دهید

بΎیرید: نظر در زیر صورت به را ͳکیوبیت Έی ͳالΎچ ماتریس دو تمرین: n

ρ =
1

2
(I + r · σ), σ =

1

2
(I + s · σ). (١٠١)
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کنید: حساب را زیر نسبی های آنتروپی

S(ρ∥σ), S(σ∥ρ). (١٠٢)

که دهید نشان تمرین:  n

S(ρ1 ⊗ ρ2∥σ1 ⊗ σ2) = S(ρ1∥σ1) + S(ρ2∥σ2). (١٠٣)

بعدهای به توانید ͳم را نتیجه این آیا کنید. حساب را آنها نسبی آنتروپی بΎیرید. نظر در را |ψ⟩ و |ϕ⟩ خالص ͳکیوبیت حالت دو تمرین: n

دهید. تعمیم دلخواه

داریم: ͳسیستم دو هر برای ͳیعن است ی΋نوایی خاصیت دارای نسبی آنتروپی که دهید نشان الف: تمرین: n

S(ρA||σA) ≤ S(ρAB ||σAB). (١٠۴)

و ρABC برای را بالا کاررابطه این برای (راهنمایی: کنید. ثابت را قوی پذیری زیرجم΄ خاصیتِ خاصیت، این از استفاده با ب:

( ببرید. کار به ρA ⊗ ρBC

داریم: ͳکوانتوم کانال هر ازای به که دهید نشان پ:

S(E(ρ)||E(σ)) ≤ S(ρ||σ). (١٠۵)

نشان تر بزرگ فضای Έی روی ͳان΋ی عملΎر Έی صورت به توان ͳم را ͳکوانتوم کانال هر که کنید استفاده موضوع این از (راهنمایی:

( داد.

چون کنید دقت کنید. حساب را آنها بین نسبی آنتروپی بΎیرید. نظر در را I
2 آمیخته کاملا حالت Έی و |ϕ⟩ خالص حالت Έی تمرین: n

دهید؟  تعمیم دلخواه بعد به توانید ͳم را نتیجه این آیا کنید. حساب را انتروپی تابع دو بایست ͳم نیست متقارن نسبی انتروپی

ρ دلخواه حالت Έی ها کیوبیت برای تمرین: n

ͳم نیست متقارن نسبی انتروپی چون کنید دقت کنید. حساب را آنها بین نسبی آنتروپی بΎیرید. نظر در را I
2 آمیخته کاملا حالت Έی و

دهید؟  تعمیم دلخواه بعد به توانید ͳم را نتیجه این آیا کنید. حساب را انتروپی تابع دو بایست
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استفاده ͳکوانتوم قوی پذیری جم΄ خاصیت از اثبات این برای کنید. ثابت و بیان Έکلاسی حالت برای را قوی پذیری زیرجم΄ خاصیت n

نکنید.

نامساوی صحت و آورید بدست را ρ = λρ1 +(1−λ)ρ2 و ρ2 = 1
2 (I + r2 ·σ) و ρ1 = 1

2 (I + r1 ·σ) های حالت آنتروپی تمرین: n

کنید. تحقیق را بالا

بΎیرید نظر در را زیر حالت ، بعدی d فضای در تمرین: n

ρ = λ|ψ⟩⟨ψ|+ λ|ϕ⟩⟨ϕ|, (١٠۶)

حساب |ϕ⟩ و |ψ⟩ بردارهای بین زاویه و λ برحسب را ρ حالت برای نویمان فون آنتروپی هستند. غیرمتعامد حالت دو ϕ⟩و |ψ⟩ آن در که

کنید. تحقیق را ٢۶ نامساوی صحت و کنید

آن p احتمال با و دارد ͳم نگاه نخورده دست را حالت 1− p احتمال با کانال این . بΎیرید نظر در را p پارامتر با واقطبش کانال تمرین: n

کند. ͳم مخلوط کاملا حالت Έی به تبدیل را

چقدراست؟ کنیم ͳم وارد آن به را خالص ورودی حالت Έی که ͳوقت کانال این ͳخروج حالت آنتروپی الف:

این (برای است. کمتر همه از اش ͳخروج حالت آنتروپی که است حالت کدام خالص) یا (مخلوط ورودی های حالت کلیه میان در ب:

است). ͳکیوبیت کانال که کنید فرض قسمت

بΎیرید: نظر در زیر صورت به متقارن ͳپاوول کانال Έی تمرین:  n

E(ρ) = (1− 2P0 − P1) ρ+ P0XρX + P1Y ρY + P0ZρZ, (١٠٧)
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ͳخروج حالت آنتروپی که کنید پیدا را ͳحالت ، ورودی خالص های حالت تمام میان از هستند. ͳپاوول های ماتریس X,Y, Z آن در که

کند. کمینه را کانال این

شود: ͳم تعریف زیر صورت به که است ͳکانال RandomUnitary ͳتصادف و ͳان΋ی کانال Έی

E(ρ) =
∑
i

UiρU
†
i , (١٠٨)

است. ورودی حالت آنتروپی از بیش ͳخروج حالت آنتروپی همواره ͳکانال چنین در که کنید ثابت هستند. ͳان΋ی های ماتریس Uiها آن در که

حالت Έی حتما کند ͳم کمینه را ͳخروج آنتروپی که ای ورودی حالت آن ، ͳکوانتوم کانال Έی در ͳکل طور به که کنید ثابت تمرین: n

قضیه از و کنید تجزیه خالص های حالت به را آن سپس باشد، مخلوط حالت Έی حالت این که کنید فرض (راهنمایی: است. خالص

ͳم حتما باشد ͳخاصیت چنین دارای ورودی مخلوط حالت Έی هرگاه که کنید ͳم ثابت ترتیب این به کنید. استفاده شانون آنتروپی تحدب

باشد). ͳخاصیت چنین دارای که کنید پیدا نیز خالص حالت Έی توانید

اینکه یا دارد ͳم نگاه ثابت یا را حالت Έی انتروپی همواره Projective Measurement تصویری گیری اندازه که دهید نشان تمرین: n

دهد: ͳم تغییر زیر صورت به را حالت تصویری گیری اندازه Έی راهنمایی: دهد. ͳم افزایش را آن

ρ −→ ρ′ =
∑
i

PiρPi, (١٠٩)

که کنید ثابت نخست هستند. تصویری عملΎرهای ها Pi آن در که

ρ′ Pi = Pi ρ
′ ∀i. (١١٠)

−tr(ρ log ρ′) = که دهید نشان ١١٠ رابطه چنین هم و تصویری عملΎرهای های خاصیت از واستفاده
∑

i Pi = I عملΎر دادن قرار با سپس

برسید. نهایی نتیجه به و کنید استفاده S(ρ || ρ′) = S(ρ)− tr(ρ log ρ′) ≤ 0 نامساوی از که است ͳکاف حال S(ρ′).
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دهد. ͳنم افزایش را ها حالت آنتروپی همواره ͳکوانتوم کانال Έی باشد، آمده بدست است مم΋ن پیشین های مثال از که تصوری برخلاف

کند. ͳم روشن را موضوع این زیر تمرین

کانال این به ورودی حالت Έی حال بΎیرید. نظر در A1 = |+⟩⟨1| و A0 = کراوس|0⟩⟨0| عملΎرهای با ͳکوانتوم کانال Έی تمرین: n

دارای که کنید تعریف دلخواه بعد در دیΎر کانال Έی ، مثال این از الهام با باشد. بیشتر ͳخروج حالت آنتروپی از اش آنتروپی که بدهید

باشد. خاصیت این

که کنیم ثابت خواهیم ͳم : آنتروپی تحدب خاصیت برای دیΎر اثبات Έی تمرین: n

∑
x

pxS(ρx) ≤ S(
∑
x

pxρx). (١١١)

کنید: تعریف را زیر حالت نامساوی این اثبات برای

ρAB =
∑
x

px|x⟩⟨x| ⊗ ρx (١١٢)

را ١١١ رابطه و کنید استفاده پذیری جم΄ زیر خاصیت از سپس است. برهم عمود های حالت مجموعه Έی {|x⟩} های حالت آن در که

کنید. ثابت

کنید: تعریف را زیر تابع : آنتروپی تحدب خاصیت برای دیΎر اثبات Έی بازهم تمرین: n

f(p) = S(pσ1 + (1− p)σ2) (١١٣)

که دهید نشان هستند. ͳالΎچ های ماتریس σ2 و σ1 آن در که

f”(p) ≤ 0.

کنید. مطالعه را ͳکل حالت سپس و هستند پذیر وارون σ2 و σ1 ͳالΎچ های ماتریس آن در که بΎیرید نظر در را ͳحالت نخست (راهنمایی:

(
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بΎیرید: نظر در زیر صورت به ͳالΎچ ماتریس Έی تمرین: n

ρ =
∑
i

piσi, (١١۴)

که دهید نشان هستند. عمود برهم آنها پایه که هستند ای ͳالΎچ های ماتریس ها σi آن در که

S(
∑
i

piσi) = H({pi}) +
∑
i

piS(σi). (١١۵)

بΎیرید: نظر در را زیر حالت دو n

|ϕ1⟩ = cos θ|0⟩+ sin θ|1⟩, |ϕ2⟩ = sin θ|0⟩+ cos θ|1⟩. (١١۶)

کنیم: ͳم تهیه حالت دو این از را زیر مخلوط حالت

ρ =
1

2
(|ϕ1⟩⟨ϕ1|+ |ϕ2⟩⟨ϕ2|) (١١٧)

کنید. تحقیق را (۴٨) رابطه صحت

که ͳقسم به یافت چنان را pi احتمالات و Ui ͳان΋ی های ماتریس توان ͳم همواره A ماتریس هر ازای به که دهید نشان الف: تمرین: n

باشد: برقرار زیر رابطه

∑
i

piUiAU
†
i = tr(A)

I

d
. (١١٨)

مقدار به آنتروپی آن در که است ͳحالت تنها مخلوط کاملا حالت که دهید نشان و کنید استفاده فون‐نویمان آنتروپی تحدب خاصیت از ب: 

رسد. ͳم خود بیشینه

بΎیرید: نظر در زیر صورت به ͳکیوبیت ͳکوانتوم کانال Έی n

E(ρ) = p0(ρ+ σzρσz) + p(σxρσx + σyρσy) , 2p0 + 2p = 1. (١١٩)

که معنا این به دارد تقارن نوع Έی کانال این راهنمایی: کنید. پیدا کند ͳم کمینه را کانال ͳخروج آنتروپی که ͳحالت

E(σzρσz) = σzE(ρ)σz. (١٢٠)
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است: شده تعریف زیر ش΋ل به کند ͳم اثر ترازه سه ͳکوانتوم های حالت روی که ͳکوانتوم کانال Έی n

E(ρ) = p0ρ+ pXρX† + pZρZ†, (١٢١)

کنید.) مراجعه ͳالΎچ های ماتریس عنوان تحت سوم درس به تعریف (برای هستند. ͳپاوول یافته تعمیم عملΎرهای Z و X آن در که

کنید. حساب دارد را آنتروپی میزان کمترین اش ͳخروج که را ͳحالت

است. محدب جداگانه متغیرهایش از هرکدام به نسبت آنگاه باشد محدب توامان تابع Έی اگر که دهید نشان تمرین: n

١٣ ١٢ لیب: قضیه n

تابع 0 ≤ t ≤ 1 ازای به و X دلخواه ماتریس هر ازای به

ft(A,B) := tr(AtXB1−tX†) (١٢٢)

است. B و A مثبت های ماتریس به نسب محدب توامان تابع Έی

فرستد: ͳم باب به شده داده احتمال با و زیر صورت به را هایی رشته آلیس که کنید فرض تمرین: n

١/۴ 000

١/۴ 001

١/٨ 010

١/٨ 011

١/١۶ 100

١/١۶ 101

١/١۶ 110

١/١۶ 111

(١٢٣)

است؟ چقدر بفرستد باب به 1 ͳزوج تعداد شامل را ای رشته آلیس که این الف‐احتمال

است؟ چقدر باشد 110 شده ارسال رشته اینکه احتمال است زوج شده فرستاده رشته اینکه فرض ب‐به

Lieb Theorem١٢

است. چΎال ماده و ͳتابع آنالیز آماری، Έانی΋م در وی کارهای است. پرینستون دانشΎاه استاد و آمری΋ایی فیزی΋دان ͳریاض لیب اچ. ١٣الیوت
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کنید. حساب است زوج شده فرستاده رشته بدانیم آنکه شرط به را ها رشته شانون آنتروپی ‐ ج

است؟ چقدر باشد 100 شده ارسال رشته اینکه احتمال نیست زوج شده فرستاده رشته اینکه فرض د‐به

کنید. حساب است فرد شده فرستاده رشته بدانیم آنکه شرط به را ها رشته شانون آنتروپی ه‐

است؟ چقدر باشد 010 شده ارسال رشته اینکه احتمال باشد صفر با برابر رشته چپ سمت رقم اولین اینکه فرض و‐به

کنید. حساب است صفر با برابر رشته چپ سمت رقم اولین بدانیم آنکه شرط به را ها رشته شانون ز‐آنتروپی

فرد؟ یا است زوج شده ارسال رشته بدانید اینکه از یا آورید ͳم بدست اطلاع بیشتر است عددی چه چپ سمت رقم اینکه از ‐ ح

است: شده داده زیر صورت به ͳکیوبیت دو ͳالΎچ ماتریس Έی تمرین: n

ρ =
1

4
(I + bσx ⊗ I + b I ⊗ σx + s1σx ⊗ σx + s2σy ⊗ σy + s3σz ⊗ σz). (١٢۴)

است؟ چقدر آنتروپی این بیشینه و کمینه مقادیر کنید. حساب را ͳالΎچ ماتریس این نویمان فون آنتروپی

صورت به ͳالΎچ ماتریس Έی تمرین: n

ρ =
1

Z
e−βH (١٢۵)

است. سیستم ͳهامیلتون H کنید. حساب ͳالΎچ ماتریس این برای را نویمان فون آنتروپی βاست. = 1
kT آن در که است شده داده

است: شده داده زیر صورت به ͳکیوبیت دو ͳالΎچ ماتریس Έی تمرین: n

ρ =
1

4
(I + aσz ⊗ I + a I ⊗ σz + s1σx ⊗ σx + s2σy ⊗ σy + s3σz ⊗ σz). (١٢۶)

است؟ چقدر آنتروپی این بیشینه و کمینه مقادیر کنید. حساب را ͳالΎچ ماتریس این نویمان فون آنتروپی
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